Kongruenciak

A kongruencidk megértése ¢és hasznalata nem kis probatétel elé allitja azt, aki a veliik kapcsolatos
ismeretek birtokba vételére adja a fejét. Valojdban azonban inkébb az a meglep, hogy mért is van ez
igy? Eletiink ugyanis telis-tele van ciklikus strukturdkkal. Gondoljunk csak a napok valtozasara, ahol
hét naponként ujra kezdjiik a hetet, a honapok valtozasara, ahol 12-enként indul Gjra szamolas, vagy
évszakok valtozasara, melyeket ugyan nem szamozunk meg, de az aktualis évszaktol szamitott 6todik
évszakot ugyanugy nevezziik, mint amelyikrl kezdtiik a szdmolast.

¥ A kongruencia bevezetése

V 15.1.1. Definicié

Legyen 1 < m természetes szam. Azt mondjuk, hogy az a és b egész szamok kongruensek
modulo m, ham | a-b. Azt a tényt, hogy a kongruens » modulo m az

a=bmodm,

vagy alternativ mdédon az

Q
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_ jelsorozattal jeloljuk.

Az els jelolést Gauss vezette be, akit a matematikusok fejedelmének szokés nevezni. Mi
magyarok kissé nehezteliink ra, mert bar nem kétséges, hogy felismerte Bolyai Janos
munkdssaganak jelentségét, mégsem karolta fel. Elintézte az ligyet egy "magam is foglalkoztam
hasonl6 gondolatokkal" megjegyzéssel. Hatranya a Gauss féle jeldlésnek, hogy szétvalasztja a
kongruencia jelét a modulus értékétl. Ezen a jelenségen segit ugyan a mésodik jeldlés, ami
viszont akkor valik nehezen olvashatova, ha a modulus valamilyen Osszetett kifejés. Példaul az.
a=, . . .,bIlényegesen nehezebben olvashatd, mint a jobban attekinthet a = H mod (m1 ‘-
2
) kifejezés. Ezért a két jelolést egyenrangunak tekintjiik és felvaltva hasznaljuk.

Példak

1. 5 =20 mod 3, mert20 — 5 =15 oszthato 3-mal. A masik jeldléssel 5 =, 20.

2. -8 =16 mod 4, mert 16- (-8) =24 oszthat6 neggyel. Ezt igy is irhatjuk -8 =, 16.

Vegylik észre, hogy a kongruencia teljesiilésének ellenrzésekor mindegy, hogy a-bol vonjuk ki b-
t, vagy forditva. Ugyanis a — b akkor és csak akkor oszthato m-mel, hab —a

is. Tehat -8 = 16 mod 4 ellenrzésekor eljarhattunk volna gy is, hogy -8 — 16 = -24 4-gyel
valo oszthatdsagat ellenrizziik.

3.3 # 10 mod 5, mert 10 — 3 =7 nem oszthaté 5-tel. A kongruencia nem teljesiilését a3 #, 10
jelsorozattal is jelolhetjiik.

Kezdjiik a kongruencidk vizsgalatat annak a tételnek az igazolasaval, ami rdmutat az egymassal
kongruens szamok k6zo6s tulajdonsagara.

Y 15.1.2. Téte




Aza és b egészek akkor és csak akkor kongruensek modulo m, ha m-mel osztva mindkett
ugyanazt a maradékot adja,. Més szdval

a =, b akkor ¢s csak akkor, ha @ mod m = b mod m.

Bizonyitas

crcr

m| (b-a) vagyis alkalmas g egészre b-a =m-q, amibl b =a + m-q. Osszuk el maradékosan a-t
m-mel! Legyena=m-p +r (0 < r <m). Ezt az elz egyenlségbe helyettesitve kapjuk, hogy

b=mp+r+mqg=m-(p+q)+r,

ami az 0 < r < m egyenlségeket is figyelembe véve azt mutatja, hogy b is » maradékot ad m-mel
osztva.

Forditva tegyiik fel, hogy a €s b mindegyike m-mel osztva r maradékot ad, vagyis a =m-q, +rés
b=m-q, +r. Képezve a két egyenlség kiilonbséget kapjuk, hogy b-a =m-q. Tehat m osztoja €s
kiilonbsegének, ez pedig a kongruencia definicioja szerint pontosan azt jelenti, hogy a =, b.

Példak

1. 5 =520, ugyanakkor 5 mod 3 =20 mod 3 =2.
2. -8 =, 16, ugyanakkor -8 mod 4 =16 mod 4 =0.
Kicsit zavarbaejt a kongruencia Gauss féle jeldlése, valamint az osztasi maradék megjeldlése,
ugyanis mindkett a mod jelsorozatot hasznalja. A
22 =43 mod 7

egy kapcsolatot, idegen szdval relaciot fejez ki a 22 €s a 43 szamok kozott. Ez a kapcsolat azt
mondja, hogy 7 osztja a 43-22 kiilonbséget. Ezzel szemben a

22 mod 7 =43 mod 7

egyenlség mindkét oldalan egy-egy mvelet eredménye lathato. A bal oldali mvelet eredménye
a 22-nek 7-tel valo osztasdnak maradéka, mig a jobb oldalon ugyanezt a mveletet a 43 és 7
szamokon végeztiik el.

Ha a 11.2 tételt m-nél kisebb nemnegativ a és b szamokra alkalmazzuk, akkor azt kapjuk, hogy
a =, b akkor ¢s csak akkor,haa =0,
ugyanis ha0 < a, b < m, akkor a mod m =a ésb mod m = b. Ez pedig szemléletesen azt fejezi

ki, hogy a {0, 1,..., m-1} halmazon a modulo m kongruencia nem kiilonbozik az egyenlségtl,
vagyis

a0, 1,..., m-1 szamok paronként inkongruensek egyméassal modulo m.

Kezdjiink el most egy szamlalast modulo 7. Nullatol indulva egy darabig inkongruens értekeket
kapunk, hiszen mint lattuk, a 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 szdmok paronként inkongruensek. Am tovabb
folytatva a szamlalast azt 1atjuk, hogy



7 =50, mert7 — 0 =7 oszthato 7-tel,
8 =,1, mert8 — 1 =7 oszthato 7-tel,
¢s igy tovabb
13 =,6, mert 13 — 6 =7 oszthato 7-tel.

Valasszunk most talalomra nagyobb értékeket. P1. 86 =.2, mert 86 —2 =84 oszthato 7-tel.

Ugyanigy - 118=, I, mert -118 — 1 = - 119 oszthato 7-tel. Ugy tnik, hogy a modulo 7

szamlalas soran minddsszesen 7 "kiilonbdz", egészen pontosan 7 inkongruens értéket kapunk.
Ezt tdmasztja ala a kovetkez tétel.

15.1.3. Tétel

Béarmely n egész szamra

n=, nmodm,

vagyis minden n egész kongruens az m-mel val6 osztasi maradékéval modulo m.
Bizonyitas

Csak annyit észrevenniink, hogy (» mod m) < m miatt
(n mod m) modm=nmod m .

fgy n és n mod m az m-mel osztva ugyanazt a maradékot adja és ekkor a 11.2 tétel szerint
kongruensek egymassal.

A0, 1,...,m-1 szamok tehat paronként inkongruensek modulo m. Ugyanakkor azt is lattuk, hogy
barmely egész szdm ezek koziil valamelyikkel kongruens. Soroljuk osztalyokba az egész
szamokat aszerint, hogy a 0, 1,...,m — 1 értékek koziil melyikkel kongruensek modulo m.

0-val 0,0+tm0+2-m0+L3m,.. 0+km
mod m kongruens

egészek

1-gyel Ll+tmlE+2ml1+3-m,.. 1 +k-m
mod m kongruens

egészek

2-vel 2,24+m2+2-m2+3m,. 2+km

mod m kongruens

egészek

(m-1)-gyel m-1, (m-1) +m, (m-1) £2-m, (m| (m-1) +k

mod m kongruens -1) £3'm -m

egészek y e




A tablazat soraiban szerepl szdmok Osszességét modulo m maradékosztalyoknak nevezziik.
Mint jol lathatd, azonos maradékosztalyba tartoz6 szamok egymastol m tobbszordseiben
kiilonboznek. A maradékosztaly elnevezést az indokolja, hogy a maradékosztalyba es szamok m-
mel osztva ugyanazt a maradékot adjat. Az ilyen tulajdonsdgli szdmok mindegyike elfordul az
adott maradékosztalyban. Mivel az 0sszes egész szam a 0, 1, 2,..., m- 1 szamok valamelyikével
kongruens modulo m ezért

a0,1,2,..,m-1szdmok 6sszességét teljes maradékrendszernek nevezzik.

Algebrai szempontbol nézve a kongruencia kapcsolatot, u.n. relaciot 1étesit két egész szam kozott.
Ennek a relacionak a tulajdonsagai ersen emlékeztetnek a j61 megszokott egyenlségi relacio
tulajdonsagaihoz.

V 15.14. Téd

Minden a, b és c egész szamra és 1 < m modulusra igazak a kovetkez allitasok.

l.a =, b és a #, b koziil pontosan az egyik teljesiil.
2.a =, a. A kongruencia relacio reflexiv .

3.Haa =, b, akkor b = a. A kongruencia relacio szimmetrikus.

4.Haa =, b ésb =, c,akkora=, c. A kongruencia relacio tranzitiv.
Bizonyitas

Az 1. allitas abbol kovetkezik, hogy tetszleges a és b egészre a — b vagy oszthatdé m-mel vagy
nem. A 2. allitas azért igaz, mert a — a =0, ennek pedig minden m osztdja. A 3. allitassal
kapcsolatban mar tettlink korabban megjegyzést, miszerinta — b akkor €s csak akkor oszthatd m-
mel, hab —ais.

Végilhaa =, bésb=, ¢ egyidejleg teljesiil, akkorm | a-b ésm| b-c. Ekkor viszontm osztdja

a két szdm Osszegének is, tehatm |( a-b) + (b-c) =a-c. Ez pedig pontosan azt fejezi ki, hogy
a=, c.

Térjiink vissza egy gondolat erejéig induld példankhoz, a hét napjaihoz! Gyakran elfordul, hogy
meg kell hataroznunk, hogy néhany nap elteltével melyik napja lesz a hétnek. Ezt bizony
leginkébb az ujjainkon szoktuk eladni, ami kicsit nehézkes, ha mondjuk arra vagyunk kivacsiak,
hogy "ha ma szerda van, akkor 40 nap elteltével milyen nap lesz?". Szdmozzuk meg gondolatban
a hét napjait. Legyen vasarnap sorszama 0, hétf sorszdma 1, és igy tovabb 6-ig, ami a szombatra
fog jutni. Feltételiink szerint ma szerda van, az a het 3-dik napja. Negyven nap elteltével a hét 43
napjan lennénk, ha folyamatosan sorszamoznank a napokat. Am mi modulo 7 sorszamozzuk
azokat. fgy annak megallapitisdhoz, hogy 40 nap elteltével milyen nap lesz, csak annyit kell
tenni, hogy megnézziik, hogy 43 mivel kongruens modulo 7. Mivel 3=, 1, igy azt mondhatjuk,

hogy 40 nap elteltével hétf lesz.

"A halal 50 6raja" c. filmben a német vezérkar egy olyan orat csinéltatott a fhadiszallas vezérl
termébe, ami 50 6ra alatt fordul egyszer korbe, és mint ilyen, koriilfordulasanak aranya a
hadmvelet abszolut aranyait mutatta. A német tdbornokokat bizonyara nem izgatta a most
altalunk feltett kérdés: ha a hadmvelet éjfélkor, vagyis 0 6rakor indul, akkor hany 6rakor ér
véget?. A valasz a kongruencidk ismeretében egyszer: €jjel kettkor, mert 0 + 50 =50=,, 2.



¥ Mveletek kongruenciakon

Korabbi tanulményaink soran éppen eleget gyakoroltuk a mérlegelvet. Az egyenlet mindkét
oldalat novelhetjiik és csokkenthejiik ugyanazzal a szammal, anélkiil, hogy elrontanank az
egyenlséget. Ugyanigy az egyenlet mindkét oldala tetszleges szammal szorozhat6 és nullatol
kiilonboz szammal oszthatd. Ezek a tulajdonsadgok nagy része a konguencidkkal valé szdmolas
soran is megmarad.

¥V 15.2.1. Tétd

Haa, =, b, ésa, =, b,, akkor

és

Bizonyitas

A tétel feltételei azt jelentik, hogy m | a,-b,ésm | a,-b,. EKkor m oszthat6 aza,-b, €s aza,-b,
Osszegével és kiilonbségével is. Tehat
m ‘ (al—bl) + (az‘bz) = ((Jt1 +a2) - (b1 + bz),

ez pedig definicio szerint azt jelenti, hogy a, +a, =, b, +b,.

Ugyanigy
m| (amby) = (a27by) = (41743) = (b17by),
vagyisa,-a, =, b,-b,.

Lassunk illusztracidként néhany példat.

Mvelet Ellenrzés

2 5716 2-16 = -14 oszthat6 7-
tel

25 574 25-4 =21o0szthato 7-tel

27=2+25 =, 16 +4 | 27-20 =7 oszthatd 7-
=20 tel

Tételiink kdvetkezménye, hogy a kongruencia minkét oldalahoz ugyanazt a szamot
hozzaadhatjuk, illetve mindket oldalbol levonhatjuk. Ezt azert tehetjiik meg, mert barmely egész
onmagaval kongruens. Igy példaul a 2=,16 kongruenciabdl

10=2 +8 =,16 + 8 =24 kovetkezik. Ugyanakkor egy kongruenciat onmagahoz is
hozzaadhatunk, amivel azt érjiik el, hogy a kongrencia mindkét oldalat 2-vel megszorozzuk. Ismét




csak a2 =16 kongruenciat hasznalva
4=2+2=,16+16=32.

Ehhez a kongruencidhoz ismét hozzaadhatjuk a kiindulasit, megkapva ezzel annak haromszorosat.
6=2+2+2=,16+16+16=48.

Ezt a gondolatmenetet kovetve azt kapjuk, hogy a kongruancia mindkét oldala ugyanazzal a
szdmmal szorozhato.

15.2.2. Tetel

Haa =, b, akkor minden n egészre

Bizonyités

A természetes szamokra n szerinti teljes indukciéval bizonyitunk. Allitassunk # = 1-re nem mas,
mint a tétel feltétele. Ha pedig az allitas n-re mar teljesiil, vagyis haa-n =, b-n, akkor ehhez az

a =, b kongruenciat hozzaadva kapjuk, hogya-(n +1) =an+a=, b-n+b=b-(n+1).

A tétel allitdsa n = 0-ra nyilvanval6. Ha pedign < 0, akkor az eddigiek alapjan mondhatjuk, hogy
a=,b-bl a-(-n)=, b-(-n) kovetkezik. Ez pedig azt jelenti, hogym | a-(-n)-b-(-n) =b

‘n-a-n, ami definicio szerint azt fejezi ki, hogy a-n=, b-n.

Ennél az észrevételnél azonban altalanosabb allitast ad a kovetkez tétel, mely szerint azonos
modulusu kongruenciak megfelel oldalai 6sszeszorozhatok.

15.2.3.Tétel
Haa,=, b, ésa,=, b,, akkor

a,;a,=, bl'bz-

Bizonyitas

Aza,=, b, kongruencia mindkét oldala beszorozhato a,-vel:
ap-ay =, bya,.

Most az a,=, b, kongruenciat szorozzuk be b -gyel:
by-ay=, by by.

A kapott két kongruenciabol a tranzitiv tulajdonsag miatt

ay-a,=, by -b,



kovetkezik.

Példaként szorozzuk 6ssze a kordbban hasznalt két kongruenciat.

Mvelet Ellenrzés
2 5716 2-16 =-14 oszthato 7
-tel
25 =, 4 25-4 =21 oszthato 7-
tel
50=2-25=,16-4 50-64 =-14 oszthato
=64 7-tel

Ha ugyanannak kongruencianak a megfelel oldalait szorozzuk 6ssze, akkor a kongruencia
oldalainak négyzetéhez jutunk, és igy azt mondhatjuk, hogy kongruencia oldalai négyzetre
emelhetk anélkiil, hogy elrontanank magat a kongruenciat. Lassuk a 2=.16 esetét. A négyzetre

emelés utan
4=2"=.16"=256.
Ezt az eredeti kongruencidval szorozva megkapjuk annak kobét.
8=4-2=2"=.16"=256-16 = 4096.

Ezt a gondolatmenetet folytatva megallapithatjuk, hogy kongruencia mindkét oldala ugyarra a
természetes szam kitevj hatvanyra emelhet.

15.2.4. Tétel

Haa=, b, akkor minden n természetes szamra

Bizonyitas

n szerinti teljes indukcioval. Az allitds n = 1-re nem mas, mint maga a tétel feltétele. Ha pedig

. . . . n__ n ;. .,
feltessziik, hogy n-re teljesiil, vagyis haa =, " mar igaz, akkor ezt a kongruenciat az

n-}—lE bn—l—l.

a=, bkongruencidval 6sszeszorozva kapjuk, hogy a m

VYV Szamolas modulo m

Vegyiik el még egyszer az azonos modulusu kongruencidk dsszeadhatdsagarol szolo tételiinket.
Ez azt éllitja, hogy ha




a,=, b
€s

a,=, b,
akkor

a, +a, =, b, +0b,

Mit is jelent az, hogy a, =, b,? Azt, hogy az a, ¢s b, egészek ugyanabba a modulo m
maradékosztalyba tartoznak. Ehhez hasonloan a,=, b, teljesiilése a,-t €s b,-t sorolja egyazon
modulo m maradekosztalyba. Eszerint a tetel allitasa gy 1s megfogalmazhat6, hogy ha a, €s b,
ugyanabba a modulo m maradékosztilyba esik, valamint a, €s az b, is egyazon maradékosztalybol
valo, akkor az a, + a, 6sszeg is azonos modulo m maradékosztalyba esik b, + b,-vel.

Es most tegyiik fel, hogy feladatunk az a, + a, 0sszeg kiszamitasa, 4m az eredményre csak
modulo m vagyunk kivancsiak, masszoval az érdekel benniinket, hogy az a, + a, 6sszeg melyik

modulo m maradékosztalyba esik. A legegyszerbb, amit tehetiink, hogy egyszeren 6sszeadjuk a
két egész szamot, az Osszegiik kijeloli a megfelel maradékosztalyt. Am az dbra szemléletesen
mutatja, hogy ugy is eljarhatunk, hogy a, helyett valasztunk egy vele kongruens, vagyis azonos

maradékosztalyba es b, szamot, €s a, maradékosztalyabol is valasztunk egy masik b, szamot.
Tételiink szerint az igy kivalasztott ket masik szam Osszege, vagyis b, + b, kongruens lesz



a, + a,-vel, tehat ugyanazt a mellékosztalyt hatdrozza meg.

Jogosan vetdik fel a kérdés, hogy mért van erre a mutatvanyra sziikség? Es ha mar csinéljuk,
akkor hogyan valasszuk ki az 6sszeadando szamok helyett a b, €s b, szamokat? Nos elég

kézenfekv megoldasnak tnik b -etés b,-t,a0, 1, 2, ...,m — 1 teljes maradeékrendszerbl

valasztani. Ekkor ugyanis a lehet legkisebb nemnegativ szdmokhoz jutunk, melyek nem masok,
mint a kiindulési egészek m-mel vett osztasi maradékai. Valasztasunk tehat legyen

b,=a,modm és b,=a, modm.
Ekkor aza, +a, =, b, + b, kongruencia az
a,t+a, =, (a1 mod m) + (a2 modm)

alakot 6lti, melyben nem rontjuk el a kongruenciat akkor, ha a bal oldali 6sszeget a vele
kongruens (a, + az) mod m értékkel helyettesitjiik:

(al +a2) modm =, (al modm) + (a2 modm) .

Nagyon fontos egyenlséghez jutottunk, mely azt fejezi ki, hogy az 6sszeadas mvelete modulo
m erejéig felcserélhet a mod m maradékképzeés mveletével. Még szebb lenne, ha a két kifejezés
kozé egyenlség jelet irhatndnk. Ez azonban nem lehetséges, mert (al + az) mod m kisebb m-nél,

ami viszont a jobboldali 6sszegre nem feltételeniil teljesiil. Ugyanis két m-nél kisebb egész
Osszege lehet m-nél nagyobb. Megkapjuk azonban az egyenlséget, ha a jobb oldali kifejezésre is
alkalmazzuk a mod m maradékképzés mveletét

(al +a2) mod m = (a1 mod m + a, modm) mod m .

Példaként szamitsuk ki a4205 + 8137 6sszeget modulo 7. Természetesen eljarhatunk tigy, hogy
elbb az 0szeadast végeziik el, és utana vessziik az 6sszeg 7-el valo osztasi maradékat, ahogy ez
az alabbi tablazat baloldali cellijaban lathat. Am elbbi észrevételiink szerint a mveletek
sorrendjét felcserélhetjiik. Elszor vessziik a az 0sszeadandok 7-tel valo osztasi maradékait, és a
maradékokat adjuk Gssze.

4205 mod 7 =5

8136 mod 7 =3
4205 + 8137 =12342 5+3=8
12341 mod 7 =1 8 mod 7 =1

(4205 +8137) mod 7=,(4205 mod 7) + (8136
mod 7)

vagy

(4205 +8137) mod 7 = ( (4205 mod 7)
+ (8136 mod 7)) mod 7

Figyeljiik meg, hogy jobboldali szamolas soran két 7-nél kisebb szam 6sszegét kellett képezniink,
¢s az 0sszeg modulo 7 meghatarozasa is konnyedén ment, hiszen minddssze a modulus értékét
kellett kivonni a kapott eredménybl.

Még jobban mutatja a modulo m aritmetika haszndlatdnak elnyeit a szorzas mvelete. A szorzas



is felcserélhet az m-el val6 osztasi maradékok kiszamitasaval, hiszena, =, b, ésa, =, b, maga

utan vonja aza,-a, =, b,-b, kongruencia teljesiilését is. Tehat az 6sszeadashoz hasonléan
(al-az) mod m = ( (a1 mod m) : (a2 mod m) ) mod m .

Szorozzuk most 6ssze elbbi két szamunkat, vagyis szamitsuk ki a 4205-8137 szorzatot. A
tablazat bal oldali cellajaban a szamitast a szorzassal kezdjiik, majd vessziik az eredményt modulo
7. A jobboldali cellaban elszor vettiik a szorzo-t és a szorzanddt modulo 7 és ezeket az értékeket
szoroztuk Ossze.

4205 mod 7 =5
8136 mod 7 =3
4205-8137 5-35715
=34216085
15 mod7=1
34216085 mod 7 =1

(4205-8137) mod 7 =, (4205 mod 7) - (8136
mod 7)

vagy

(4205-8137) mod 7 = ( (4205 mod 7) - (8136
mod 7)) mod 7

Ez utobbi szamitas mar markdnsabban mutat r4 modszeriink jelentségére. Ugyanis itt két
négyjegy szam helyett az 5-6t kellett 3-mal szorozni, ami lényegesen egyszerbb feladat. Es
mivel a modulo 7 maradékok mindig a 0, 1, 2, ..., 6 szdmok koziil keriilnek ki, ez a kellemes
tulajdonsag megmarad, akdrmilyen nagy szdmokkal valo mveletek elvégzése esetén is.

Végiil megjegyezziik, hogy tobb mvelet egymas utani elvégzése esetén a most felfedett
felcserélhetségi tulajdonsagokat tobbszor egymas utan alkalmazhatjuk. Ervényes tehat az alabbi

15.3.1. Szamolas szabaly

Egész szamokon végzett tetszleges 0sszeadas, kivonast és szorzast tartalmazo kifejezés
modulo m kiszdmithaté oly mdédon, hogy a kifejezésben szerepl szdmokat €s a szamitas soran
keletkez barmely részeredményt modulo m vesziink, vagyis helyettesitjiik az m-mel valo
osztasi maradékaval.

Példak

1. (39:22) mod 9 =, (39 mod9)- (22 mod9) =3-4=12 =3 .

2.

(19-(22 +43)) mod3 =, (19 mod 3)-((22 +43) mod9) =,1-((22 mod 3) + (43 mod 3))
=1+1=2



3.
57° mod 6 = (57-57)-57Tmod 6 =, (57-57mod 6) - (57 mod 6) =,(57 mod 6) - (57 mod 6)

-(57mod 6) = (57 mod 6)> =3 =27 =3

4.
(10> +24:51° +42:10 +7) mod 8 =, (10°mod 8) + (24-51° mod 8) + (42-10 mod 8)
+ (7mod 8) =,

=, (10 m0d8)5 + (24 mod 8) - (51 m0d8)3+ (42mod8)- (10 mod8) +7 =
=,2"+0-3° +2:2+7=32+4+7=43 =3.

Persze, ha mar van kell gyakorlatunk a modulo m szamolasban, akkor nem irunk ennyit, hanem
kiilondsebb magyarazkodas nélkiil alkalmazzuk szamolasi szabalyunkat

(10° +24-51° +42:10 +7) mod 8 =,2° +0-3° +8-2 +7=43 =.3.

Ejtsiink a végén néhany szot a hatvanyozasrol. Nem nehéz belatni, hogy pozitiv egész kitevs
hatvanyokra

nkmodm =, (n mod m)k.

A bizonyités & szerinti teljes indukcidval végezhet el. Ebben a kongruenciaban a hatvany alapjat
helyettesitettiik m-mel valo osztasi maradékaval. Vajon megtehet-e ez a kitevre i1s? Sajnos nem,
ugyanis a
k k
1

k,=,, k, kongruenciabol NEM kovetkezik az n~ =, n 2 kongruencia.

Legyen példaul k; =1 és k, =4 . Ekkor
k=1=,4=k,

ugyanakkor n =2 esetén
kl 1 4 k2
n =2 =2FIl6=2"=n".

Mindezt leforditva a gyakorlat nyelvére a kovetkezt mondhatjuk. Olyan kifejezések kiszamitasa
soran, melyben hatvanyok is szerepelnek, a hatvany alapja helyettesithet, a kitev azonban nem
_ helyettesithet m-mel val6 osztasi maradékaval.

¥ Gyorshatvanyozas modulo m

Az eddig elmondottak alkalmazéisaként hatarozzuk meg, hogy 23" milyen maradékot ad 7-tel
osztva. A feladat elvégezhet, hiszen mind a hatvanyozasra, mind a maradékos osztasra van

algoritmusunk. Elrettentésiil felirjuk a 23" gyors hatvanyozassal valo kiszamitasat, és a végén
egy lépésben vessziik a 17-tel valo osztasi maradékot.

k=19 | n=23 o

19 * 7461547092759071056190\
8487




18 A 3244150909895248285300\
369

9 * 1801152661463

8 A 78310985281

4 A 279841

2 A 529

1 23
74615470927590710561908487 mod 17 =12

Vegyiik azonban €szre, hogy szamolasi szabalyunk szerint a szdmitas soran minden 1épést
elvégezhetiink modulo 17 az alabbi médon.

k=19 n=23 | *mod 17 Magyarazat

19 * 12 223 mod 17 =46 mod 17
=12

18 A 2 112 mod 17 =121 mod 17
=2

9 * 11 16-23 mod 17 =368 mod 17
=11

8 A 16 #modl17=16mod 17 =16

4 N 4 22m0d17=4m0d17=4

2 A 2 6’mod 17 =36 mod 17 =2

1 6 6=23mod 17

A tablazat masodik oszlopat alulrol felfelé toltottiik ki, de minden 1épésnél modulo 17
szamoltunk. A legalso cellaba 23 helyett 6 =23 mod 17 -et irtunk. A felette 1év cella Ggy
keletkezett, hogy 6-ot négyzetre emeltiik, a gyors hatvanyozas algoritmusanak megfelelen majd
vettiik a 2 =36 mod 17 értéket. Igy jutottunk a 6 = 17 2 kongruencidhoz. Ahol a

gyorshatvanyozas algoritmusa 23-mal valo6 szorzast kovetel, ott értelemszeren az alatta lév
kongruencia mindkét oldalat 6-tal szoroztuk, majd vettiik az eredményt modulo 17.

T 15.4.1. Algoritmus: Gyor shatvanyozas mod m

Szoveges leiras | Maple metakod



\ 4

1. Input: n, k és m természetes szdmok, n az alap, k a
kitev, m a modulus

2. Legyen s az lires sorozat (s
kezdetben tires)

3. Amig 1 < m hajtsuk végre az alabbi utasitdsokat

Ha m péaros Akkor
Legyenm := % éss:=s,0 (Ham
paros, akkor s-hez hozzafzziik a 0-t)
Kiilonben
Legyenm:=m—1¢éss:=s, 1 (Ham
paratlan, akkor s-hez hozzafzziik az 1-t)
4. Legyen hatvany := n modm (A

hatvany valtozo kezdértéke n mod m)

5. Azx haladjon végi az s utols6 elemétl az elsig, €s
hajtsuk végre az aldbbi utasitdsokat

Hax=0 Akkor

Legyen hatvany == hatvciny2 mod m (Az
elz hatvanyt négyzetre emeljiik)
Kiilonben
Legyen hatvany := hatvany-n modm  (Az

elz hatvanyt szorozzuk n mod m-mel)
6. Quitput: hatvdany az n szam k-adik hatvanya modulo

m.

Input : n és m termeszetes szamok,
n az alap, m a kitevo
s = NULL
while 1 <ndo
if irem(m, 2) =0 then
m = iquo(m,2) :s :=s,0
else
m:=m-1:5:=s,1
fi
od:
hatvany *= n mod m :
for i from nops(s) to1 by -1 do
if s[i] =0 then
hatvany = hatvciny2 mod m
else
hatvany = hatvany-n mod m
fi
od:
Qutput : hatvany az n szam k
-adik hatvanya modulo m.

15.4.2. Maple implementacio
|:> restart;

[>

with(ant):

"Az ANT (Algorithmic Number Theory) csomag iidvozli Ont!"

(1.4.2.1)

A gyorshatvanymodm eljaras 1épései megegyeznek a gyorshatvanyozas algoritmusanak
1épéseivel, am most minden egyes mveletet (négyzetre emelést, illetve szorzast) modul m
végziink el. Ennek megfelelen az eljaras paraméterei kiegésziilnek egy harmadik

paraméterrel, ami a modulust adja meg.

> gyor shat vanynodn( 23, 19, 17);
12

> gyor shat vanynodn( 23, 19, 17,ini, cal );
I ni cializal as(gyor shat vanynodn) :

k  Mivelet 23"
19

(1.4.2.2)

Részl et ek negj el enit ése(gyor shat vanynmodm :




» k  Muvelet 23k- » k  Muvelet 23k-
19 23 xmod 17 19 23xmod17 12
18 x’mod17 18 x¥modl7 2
9 23xmod17 9 23xmod17 11
8 x’modl7 8 xmodl7 16
4 x*mod17 4 x'modl7 4
2 x*mod17 2 ¥modl7 2
1 6 1 6
Er edmény( gyor shat vanynodnj :
i 12 (1.4.2.3)
N

¥ Kongruenciak egyszer sitése

Az eddigiekben megismerkedtiink a kongruencidk mindazon tulajdonsagaival, amelyek
emlékeztettek az egyenlség tulajdonsagaira, megismertiik azokat a mveleteket, amelyeket
kongruencidkra ugyanugy kell elvégezni, mint az egyenletekre. Megtanultuk azt, hogy a
kongruencidk mindkét oldalat ugyanazzal a szammal novelhetjiik, csokkenthetjiik, st
szorozhatjuk is. Az osztassal kapcsolatban azonban mar évatosabban kell eljarnunk. Nézziik csak
meg a kovetkez példéakat!

12 =,22

Kettvel valo osztas utan

Eddig minden rendben, hiszen 6 és 11 is 6ttel osztva 1 maradékot ad. Ugyanakkor a
6=,2

kongruencia esetén a kettvel valo osztds mar nem lehetséges. Ugyanis ha ennek a
kongruencianak mindkét oldalat kettvel osztanank, akkor 3 =, 1 eredményre jutnank, ami sajnos

nem teljesiil. Vajon mi okozza azt, hogy az egyik példaban az osztas utan helyes eredményt, a
masikban pedig hibas eredményt kaptunk?

Alkalmazzuk a definiciét! Az els példaban 5| 22-12=2-(11-6). Mivel 5 és 2 relativ primek,
ezért az osztasi lemma miatt az 5 osztdja lesz a szorzat masik tényezjének, (11-6)-nak. Ez pedig
pontosan azt fejezi ki, hogy 6 =, 11. A masodik példaban4 | 6-2=2-(3-1), &am most 4 nem
relativ prim 2-vel, és igy nem kovetkeztethetiink arra, hogy osztoja (3-1)-nek, mint ahogy ez nem

is kovetkezik be. Tehat az els példaban olyan szdmmal osztottunk, ami a modulushoz relativ
prim és ekkor helyes eredményt kaptunk.

A kovetkez tétel valaszt ad arra is, hogyan lehet a méasodik példaban hibasan elvégzett
egyszersitést helyesen elvégezni.

Y 15.5.1. Tétel




Haa-k =, bk, akkor

=p __m .U
a mod Inko(m, k)

Bizonyitas

Tegyiik fel, hogy a-k = b-kmod m. Ekkorm | (a-k-b-k) = (a-b)-k. Alkalmas q egészre
m-q=(a-b)-k
Ez az egyenlség eloszthato /nko(m, k)-val. Kapjuk, hogy

m

SR G S
Inko(m, k) g =(a-b) (lnko(m, k) )’

amibl
wtotn 8 | kot 17 )
adodik. Am n kol(nm, 3 és o (km, 3 relativ primek, igy sziikségképpen (lasd osztasi lemma)
lnkol(nw (a-b), ami pedig azt jelenti, hogy
a = b mod m.

Es éppen ez az, amit bizonyitani akartunk.

Tételiink szerint tehat a bevezet példaban helyesen ugy kellett volna eljarnunk, hogy a
6 =,2 kongruenciat a

B 4
3=1lmod = i)

kongruenciara egyszersitjiik, és mivel lnko(4, 2) =2, az egyszersités helyes eredménye 3 =, 1.

Természetesen, ha Inko(m, k) = 1, vagyis, ha a modulus és a szam, amivel egyszersiteni akarunk
relativ primek, akkor az egyszersités a modulus megvaltoztatasa nélkiil elvégezhet, mert ekkor
m

Inko(m, k)

15.5.2. T étel
Haa -k =, b-k, ésinko(m, k) =1, akkora =, b.

= m . Ervényes tehat a

Ez a tétel biztositja példaul, hogy a

65 =125
kongruencia 5-tel egyszersithet a modulus megvaltoztatasa nélkiil, ugyanis 5 és 6 relativ
primek. Tehat

13 =.25.



Speciélisan, ha a modulus prim, akkor a kongruencia a modulus tobbszoroseinek kivételével
barmely szdmmal egyszersithet. A

24 =, 66
kongruencia egyszersithet 2-vel, 3-mal, ¢és 6-tal, ugyanis ezek mindegyike relativ prim 7-tel.
Ervényesek tehat a
12 =,33, 8 =,22, 4 =, 11

kongruencidk. Ugyanakkor

7=,14
am a 7-tel valo osztds inkongruenciat eredményez, hiszen 1 #,2 . Ez az egyszersités tehat nem
végezhet el.

A kovetkez tétel, mely az elzhdz hasonldan a 12.1 tétel kdvetkezménye, hasznos eszkozt kinal
a gyakorlati szdmitasok soran.

15.5.3. Tétd
Haa =, b, és kkozos osztdja a-nak, b-nek €s m-nek, akkor
a b m
- = —. 0
7 i mod i
Bizonyitas
A tétel feltételei mellett az @ = b mod m kongruencia % k= % -k mod m alakba irhatd. Mivel

k| migy Inko(k, m) =k, és ekkor a 12.1 Tétel felhasznalasaval

. m
Inko(k, m) ’

a b
i i mod

ahol a modulus egyenl %-Val.

Példaként tekintsiik a
6 =,30

kongruenciat. Mivel 2 osztdja a kongruencidban szerepl mindharom szamnak, egyszersités utan
azt irhatjuk, hogy

3 =,15.

Ellenrz kér dések

1. Mikor mondjuk, hogy az a és b egészek szamok kongruensek modulo m?

2. Hogyan jeloljiik azt, hogy az a és b egészek szamok kongruensek modulo m ?



3. Mi jellemzi az egymassal kongruens egészeket? Miben kiilonbdzhet két egymassal modulo m
kongruens egész?

4. Van-e olyan egész szam, ami nem kongruens modulo m az m-mel val6 osztasi maradékaval?

5.Van-eaO0,1,2,3,4,5, 6,7 szamok kozott két olyan, amelyek kongruensek egymassal modulo
8?

6. Van-e olyan egész, ami a0, 1, 2, 3, 4 szamok egyikével sem kongruens modulo 4?

7. Mi az a két tulajdonsdga a0, 1, 2.,..., m-1 egészeknek, ami miatt ket teljes
maradékrendszernek hivjuk?

8. Mit jelent a kongruencia tranzitiv tulajdonaga? Fel tudunk-e sorolni tovabbi tulajdonsagokat?
9. Osszeadhatok-e az a, =, b, ¢sa, =, b, kongruenciak megfelel oldalai? Es az a, =, b, ¢s
a, =, b, kongruenciaké? Adjunk szampéldakat!

10. Osszeszorozhatok-e az a, =, b ésa, =, b,kongruencidk megfelel oldalai? Es az

a, =, b, ésa, =, b, kongruenciaké? Adjunk szampeldakat!

11. Mit jelent az, hogy a modulo m 6sszeadés felcserélhet az m-mel valé maradékképzés
mveletével?

12. Mit jelent az, hogy a modulo m szorzas felcserélhet az m-mel valdo maradékképzés
mveletével?

13. Mondjuk ki (legalabb haromszor) a modulo m szamolas szabalyat!

14. Ha modulo m szamolunk, akkor az d" kiszamitésa sorén helyettesithet-e az a szdm a mod m-
mel? Es a kitev?

15 Szamitsuk ki az alabbi hatvanyokat!

2)2° % mod4; 5) 3**“ mod7 ¢) 4" mod

16. Szamitsuk ki az alabbiakat!

2!mod 3, 3'mod4, 4'mod5, 5!'mod6, 6! mod7, 7!modS8, 8! mod?9



